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Aufgabe 1.
Sei C eine Kategorie die alle Faserprodukte hat, und seien 𝑋1, 𝑋2 → 𝑌 und 𝑌 → 𝑍
Abbildungen in C. Zeige, dass das folgende Diagramm kartesisch ist:

𝑋1 ×𝑌 𝑋2 𝑋1 ×𝑍 𝑋2

𝑌 𝑌 ×𝑍 𝑌

←→

←→ ←→

← →

Aufgabe 2.
Sei 𝐹∶ Schop → Set ein Funktor.

Definition.

(i) 𝐹 erfüllt die Garbeneigenschaft für die Zariskitopologie falls gilt: Für jedes Schema
𝑇 und jede offene Überdeckung 𝑇 = ⋃𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 und jedes 𝐼-Tupel von Elementen
𝜉𝑖 ∈ 𝐹(𝑈𝑖) so dass 𝜉𝑖|𝑈𝑖∩𝑈𝑗

= 𝜉𝑗|𝑈𝑖∩𝑈𝑗
gibt es ein eindeutiges Element 𝜉 ∈ 𝐹(𝑇)

mit 𝜉 |𝑈𝑖
= 𝜉𝑖 ∈ 𝐹(𝑈𝑖).

(ii) Ein Unterfunktor 𝐻 von 𝐹 ist eine Zuordnung 𝑇 ↦ 𝐻(𝑇) ⊆ 𝐹(𝑇) für jedes Schema
𝑇, sodass für alle Abbildung 𝑓 ∶ 𝑇′ → 𝑇 gilt 𝐹(𝐻(𝑇)) ⊆ 𝐻(𝑇′).

(iii) Sei 𝐻 ⊆ 𝐹 ein Unterfunktor. Wir sagen das 𝐻 ⊆ 𝐹 durch eine offene Immersion
dargestellt wird, falls für alle Paare (𝑇, 𝜉) mit 𝑇 einem Schema und 𝜉 ∈ 𝐹(𝑇) ein
offenes Unterschema 𝑈𝜉 ⊆ 𝑇 gibt mit folgender Eigenschaft: Eine Abbildung
𝑓 ∶ 𝑇′ → 𝑇 faktorisiert über 𝑈𝜉 genau dann wenn 𝐹(𝑓 )(𝜉) ∈ 𝐻(𝑇′) gilt.

(iv) Sei 𝐼 eine Indexmenge, und 𝐻𝑖 ⊆ 𝐹 eine 𝐼-indizierte Menge von Unterfunktoren
von 𝐹. Wir sagen dass die 𝐻𝑖 den Funktor 𝐹 überdecken, falls es für alle 𝜉 ∈ 𝐹(𝑇)
eine offene Überdeckung 𝑇 = ⋃𝑖 𝑈𝑖 mit 𝜉 |𝑈𝑖

∈ 𝐻(𝑈𝑖) ⊆ 𝐹(𝑈𝑖).

Angenommen, 𝐹 erfüllt (i) und es gibt eine Menge 𝐼 und Unterfunktoren 𝐹𝑖 sodass
jedes 𝐹𝑖 darstellbar ist, die 𝐹𝑖 ⊆ 𝐹 durch offene Immersionen dargestellt werden und die
(𝐹𝑖) überdecken 𝐹. Zeige, dass daraus folgt dass 𝐹 darstellbar ist.

Aufgabe 3.
Sei 𝑓 ∶ 𝑆 → 𝑇 eine Abbildung von Schema. Jedes 𝑆-Schema 𝑋 wird durch 𝑓 auch ein



𝑇-Schema, welches wir 𝑇𝑋 nennen. Umgekehrt können wir zu jedem 𝑇-Schema 𝑌 via
Basiswechsel entlang 𝑓 ein 𝑆-Schema assozieren, welches wir mit 𝑌𝑆 bezeichnen.

(i) Zeige, dass diese Zuordnungen funktoriell sind und eine Adjunktion

𝑇(−)∶ Sch𝑆 ⇄ Sch𝑇 ∶ (−)𝑆

definieren, wobei (−)𝑆 der rechstadjungierte Funktor ist.

Sei 𝑋 nun ein 𝑆-Schema, und betrachte den Funktor

Res𝑋
𝑆/𝑇 ∶ Schop𝑇 → Set, 𝑌 ↦ Mor𝑆(𝑌𝑆, 𝑋).

(ii) Zeige, dass für eine endliche Körpererweiterung 𝑘 ⊆ 𝐾 mit induzierter Abbildung
𝑆 = Spec(𝐾) → Spec(𝑘) = 𝑇und𝑋 = Spec(𝐴)mit𝐴 eine𝐾-Algebra von endlichen
Typ, der Funktor Res𝑋

𝑆/𝑇 darstellbar ist.

(iii) Betrachte nun den Spezialfall 𝕊 ≔ Res𝔸1
ℂ\{0}

ℂ/ℝ . Zeige, dass die ℝ-wertigen Punkte
von 𝕊 beschrieben werden durch

𝕊(ℝ) = {( 𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎) | 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ, 𝑎2 + 𝑏2 ≠ 0}

Bemerkung. Diese Woche gibt es nur drei Aufgaben, die aber alle vermutlich etwas länger sind.
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