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Aufgabe 1.
Sei 𝑝 eine Primzahl. Für einen Ring 𝐴 sagen wir das 𝐴 Charakteristik 𝑝 hat falls 𝑝 ⋅ 1𝐴 = 0
gilt. Wir schreiben 𝑖 ∶ Spec(𝔽𝑝) → Spec(ℤ) für die kanonische Abbildung.

Sei 𝑋 ein Schema. Zeige, dass folgende Aussagen äquivalent sind:

(i) Für jede offene Teilmenge 𝑈 ⊆ 𝑋 hat der Ring Γ(𝑈,O𝑈) Charakteristik 𝑝.
(ii) Der Ring Γ(𝑋,O𝑋) hat Charakteristik 𝑝.
(iii) Die kanonische Abbildung 𝑋 → Spec(ℤ) faktorisiert über 𝑖.

Sind diese Aussagen auch äquivalent zu:

(iv) Für alle 𝑥 ∈ 𝑋 hat der Körper 𝑘(𝑥) Charakteristik 𝑝?

Aufgabe 2.
Sei 𝑋 ein Schema, setze 𝐴 ≔ Γ(𝑋,O𝑋). Sei 𝑓 ∈ 𝐴 und sei

𝑋𝑓 ≔ {𝑥 ∈ 𝑋 | 𝑓𝑥 ∉ 𝔪𝑥}.

Zeige:

(i) Sei 𝑈 = Spec𝐵 ⊆ 𝑋 ein affines offenes Unterschema, und sei ̄𝑓 ∈ Γ(𝑈,O𝑈) das
Bild von 𝑓 unter der Einschränkungsabbildung Γ(𝑋,O𝑋) → Γ(𝑈,O𝑈). Dann gilt
𝑈 ∩ 𝑋𝑓 = 𝐷( ̄𝑓 ). Schließe daraus das 𝑋𝑓 ⊆ 𝑋 eine offene Teilmenge ist.

(ii) Angenommen, 𝑋 ist quasi-kompakt. Sei 𝑎 ∈ 𝐴 mit sodass ̄𝑎 = 0 ∈ Γ(𝑋𝑓,O|𝑋𝑓
).

Zeige, dass es dann ein 𝑛 > 0 gibt mit 𝑓 𝑛𝑎 = 0 in 𝐴.
(iii) Angenommen, der 𝑋 zugrunde liegende topologische Raum ist noethersch. Sei

𝑏 ∈ Γ(𝑋𝑓,O𝑋|𝑋𝑓
). Zeige, dass es dann ein 𝑛 > 0 gibt sodass 𝑓 𝑛𝑏 im Bild der

Abbildung 𝐴 → Γ(𝑋𝑓,O𝑋|𝑋𝑓
) liegt. Schließe daraus, dass Γ(𝑋𝑓,O𝑋|𝑋𝑓

) = 𝐴𝑓 gilt.

Aufgabe 3.
Sei 𝑘 ein algebraisch abgeschlossener Körper und ℙ1(𝑘) die projektive Gerade (aufgefasst
als Varietät). Zeige, dass dimℙ1(𝑘) = 1.



Aufgabe 4.
Diese Aufgabe baut auf Aufgabe 1 des letzten Blatts auf.

Sei (𝑋,O𝑋) ein 𝑘-Schema1 und 𝑥 ∈ 𝑋 ein Punkt. Sei 𝑘(𝑥) = O𝑋,𝑥/𝔪𝑥, und betrachte

𝑇𝑥 ≔ Hom𝑘(𝑥)(𝔪𝑥/𝔪2
𝑥, 𝑘(𝑥)).

Sei 𝑘[𝜀] = 𝑘[𝑡]/𝑡2.

(i) Zeige, dass das Datum eines Morphisms von 𝑘-Schemata Spec(𝑘[𝜀]) → 𝑋 äquiv-
alent ist zu dem Datum eines Paars (𝑥, 𝑣) mit 𝑥 ∈ 𝑋 ein 𝑘-rationaler Punkt (d.h.
𝑘(𝑥) = 𝑘) und 𝑣 ∈ 𝑇𝑥.

(ii) Berechne 𝑇0 für 𝔸𝑛
𝑘 und für Spec(𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑦2 + 𝑥3)).

1d.h. wir fixieren auch eine Abbildung 𝑋 → Spec(𝑘) für 𝑘 ein Körper
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