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Auf dem gesamten Blatt ist 𝑘 ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 1.
Sei 𝑋 ⊆ 𝔸𝑛

𝑘 eine irreduzible algebraische Teilmenge. Sei 𝑘(𝑋) der Ring der rationalen
Funktionen auf 𝑋, und 𝜑 ∈ 𝑘(𝑋). Für 𝑥 ∈ 𝑋 heißt 𝜑 regulär in 𝑥, falls es Polynome
𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑘[𝑋] gibt mit 𝜑 = 𝑓 /𝑔 und 𝑔(𝑥) ≠ 0. Zeige:

(i) Für 𝜑 ∈ 𝑘(𝑋) gilt: 𝜑 ∈ 𝑘[𝑋] genau dann wenn 𝜑 regulär in jedem 𝑥 ∈ 𝑋 ist.
(ii) Die in 𝑥 regulären rationalen Funktionen haben die Struktur eines lokalen Rings,

wobei das maximale Ideal gegeben ist durch all die 𝜑 mit 𝜑(𝑥) = 0.
(iii) Sei 𝑛 ≥ 2, 𝑋 = 𝔸𝑛

𝑘 und 𝜑 ∈ 𝑘(𝑋) eine Funktion die für alle 𝑥 ∈ 𝔸𝑛
𝑘 \ {0} regulär

ist. Dann gilt 𝜑 ∈ 𝑘[𝑋].

Aufgabe 2.
Betrachte 𝑋 = 𝑉(𝑠5 − 𝑡2 + 8) ⊂ 𝔸2

𝑘 mit Koordinaten 𝑠, 𝑡. Sei 𝑥 = (1, 3) ∈ 𝑋. Sei
𝑈 = 𝑋 \{𝑥}. Zeige, dass es eine reguläre Funktion auf 𝑈 gibt die nicht die Einschränkung
eines Polynoms ist.

Aufgabe 3.
Zeige: 𝔸𝑛

𝑘 ist irreduzibel.

Aufgabe 4.
Sei 𝑍 = 𝑉(𝑓1, … , 𝑓𝑚) ⊆ 𝔸𝑛

𝑘 eine algebraische Teilmenge. Dann gilt für jede irreduzible
Komponente 𝑊 ⊂ 𝑍: dim(𝑊) ≥ 𝑛 − 𝑚.


