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Auf dem gesamten Blatt ist 𝑘 ein algebraisch abgeschlossener Körper.

Aufgabe 1.
Sei 𝑘 ein Körper.

(i) Sei 𝑍 ⊆ 𝔸𝑛
𝑘 eine algebraische Menge, und 𝑈 ⊆ 𝑍 offen. Zeige, dass es dann

ℎ1, … , ℎ𝑚 ∈ O𝑍(𝑍) gibt mit

𝑈 =
𝑚
⋃
𝑖=1

𝐷(ℎ𝑖).

(ii) Seien 𝑋 ⊆ 𝔸𝑛
𝑘 und 𝑌 ⊆ 𝔸𝑚

𝑘 algebraische Mengen, und 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 eine algebraische
Abbildung. Zeige, dass 𝑓 eine stetige Abbildung ist.

Aufgabe 2.
Sei 𝑋 = 𝑉(𝑥3 − 𝑦2) ⊆ 𝔸2

𝑘 .

(i) Zeige, dass die Abbildung 𝔸1
𝑘 → 𝑋, 𝑡 ↦ (𝑡2, 𝑡3) algebraisch ist, und ein Homöo-

morphismus von topologischen Räumen.
(ii) Zeige, dass 𝑓 jedoch kein Isomorphismus von algebraischen Mengen ist.
(iii) Kann es überhaupt einen Isomorphismus von algebraischen Mengen 𝔸1

𝑘
∼⟶ 𝑋

geben?

Aufgabe 3.
Sei 𝑋 ≔ 𝔸2

𝑘 . Betrachte die Abbildung 𝜑∶ 𝑋 → 𝑋, (𝑎, 𝑏) ↦ (𝑎, 𝑎𝑏).

(i) Zeige, dass die Einschränkung 𝜑|𝐷(𝑥) einen Homöomorphismus 𝐷(𝑥) → 𝐷(𝑥)
induziert, und das die induzierte Abbildung O𝑋(𝐷(𝑥)) → O𝑋(𝐷(𝑥)) ein Ringiso-
morphismus ist.

(ii) Beschreibe die Fasern von 𝜑.

Aufgabe 4.
Sei 𝑘 algebraisch abgeschlossen, und 𝑍 ⊆ 𝔸𝑛

𝑘 eine algebraische Menge. Angenommen,
es gibt eine Zerlegung 𝐼(𝑍) = 𝔭1 ∩ … 𝔭𝑛 für Primideale 𝔭𝑖 und 𝔭𝑖 ⊄ 𝔭𝑗 for 𝑖 ≠ 𝑗. Dann
sind die irreduziblen Komponenten von 𝑍 gegeben durch 𝑉(𝔭𝑖).



Aufgabe 5.
Ein topologischer Raum 𝑋 heißt nüchtern falls es für jede irreduzible, abgeschlossene
Teilmenge 𝑍 ⊆ 𝑋 einen eindeutigen Punkt 𝜂𝑍 gibt {𝜂𝑍} = 𝑍. Sei Topsob ⊆ Top die volle
Unterkategorie der nüchternen topologischen Räume.

(i) Zeige, dass die Inklusion Topsob ↪ Top ein rechtsadjungierter Funktor ist. Wir
bezeichnen den Linksadjungierten als 𝑋 ↦ sob(𝑋).

(ii) Zeige, dass für einen topologischen Raum 𝑋 der Raum sob(𝑋) nur von dem Poset
Ouv(𝑋) der offenen Teilmengen in 𝑋 abhängt: für 𝑋, 𝑌 zwei topologische Räume
gilt Ouv(𝑋) ≅ Ouv(𝑌) genau dann wenn sob(𝑋) ≅ sob(𝑌).
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