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Aufgabe 1.
Sei 𝐴 = ⨁𝑑≥0 𝐴𝑑 ein graduierter Ring und 𝑛 > 0. Sei 𝐴(𝑛) = ⨁𝑑≥0 𝐴(𝑛)

𝑑 der graduierte
Ring mit 𝐴(𝑛)

𝑑 = 𝐴𝑑𝑛.

(i) Zeige dass es einen Isomorphismus Proj(𝐴) ∼⟶ Proj(𝐴(𝑛)) gibt.
(ii) Sei 𝐴 = 𝑘[𝑥0, … , 𝑥𝑟]. Sei 𝑁 die Dimension des 𝑘-Vektorraums der homogenen

Grad 𝑛 Polynome in den 𝑥𝑗. Zeige, dass die Surjektion 𝑘[𝑦0, … , 𝑦𝑁] ↠ 𝐴(𝑛) die 𝑦𝑖
auf das 𝑖-te Monom von Grad 𝑛 in den 𝑥𝑗 abbildet (die Reihenfolge spielt keine
Rolle) eine abgeschlossene Immersion ℙ𝑟

𝑘 ↪ ℙ𝑁
𝑘 induziert.

Aufgabe 2.
Für 𝐴 einen Ring und 𝐼 ⊆ 𝐴 ein Ideal setzen wir

R𝐴(𝐼) ≔ ⨁
𝑑≥0

𝐼𝑑 = 𝐴 ⊕ 𝐼 ⊕ 𝐼2 ⊕ …

Sei 𝐴 = 𝑘[𝑥, 𝑦] und 𝐼 = (𝑥, 𝑦), und setze 𝑌 = Proj(R𝐴(𝐼)). Nach Vorlesung haben wir
eine natürliche Abbildung 𝑌 → Spec(R𝐴(𝐼)0). Beschreibe die Fasern dieser Abbildung.

Aufgabe 3.
Ein graduierter Ring 𝐴 = ⨁𝑑≥0 𝐴𝑑 heißt endlich erzeugt in Grad 1 falls es als 𝐴0 durch
endlich viele 𝑎1, … , 𝑎𝑛 ∈ 𝐴1 erzeugt wird. Zeige, dass es dann für ein 𝑛 ≥ 0 eine
abgeschlossene Immersion Proj(𝐴) ↪ ℙ𝑛

𝐴0
über Spec(𝐴0) gibt.

Notation. Sei 𝐴 = ⨁𝑑≥0 𝐴𝑑 ein graduierter Ring. Sei 𝑆 ⊆ 𝐴 ein multiplikatives System
welches aus homogenen Elementen besteht. Wir schreiben

(𝑆−1𝐴)0 ≔ {𝑎/𝑏 ∈ 𝑆−1𝐴 | deg(𝑎) = deg(𝑏)} ⊆ 𝑆−1𝐴.

• Für 𝑎 ∈ 𝐴 ein homogenes Element und 𝑆 = {𝑎𝑖}𝑖≥0 setzen wir 𝐴(𝑎) ≔ (𝑆−1𝐴)0.
• Für 𝔭 ⊆ 𝐴 ein Primideal und 𝑆 die Menge der homogenen Elemente in 𝐴 \ 𝔭 setzen

wir 𝑆(𝔭) = (𝑆−1𝐴)0.

Aufgabe 4.
Sei 𝐴 = ⨁𝑑≥0 𝐴𝑑 ein graduierter Ring. Sei 𝑋 = Proj(𝐴). Zeige:



(i) Sei 𝑓 ∈ 𝐴+ homogen. Dann ist Γ(𝐷+(𝑓 ),O𝑋) = 𝐴(𝑓 ).
(ii) Sei 𝔭 ein homogenes Primideal welches 𝐴+ nicht enthält, und 𝑥 ∈ 𝑋 der korre-

spondierende Punkt. Dann gilt O𝑋,𝑥 = 𝐴(𝔭).
(iii) Das Schema Proj(𝐴) ist quasi-kompakt genau dann wenn es endlich viele homo-

gene Elemente 𝑓1, … , 𝑓𝑛 gibt mit 𝐴+ ⊆ √(𝑓1, … , 𝑓𝑛).
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