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Abgabe: keine

Definition. Sei X ein topologischer Raum.

(i)  Xheif}t quasi-kompakt, falls es fiir jede offene Uberdeckung X = | J,_ U, bereits eine

endliche Teilmenge | C I gibt sodass X = ey U; gilt.

(ii) X ist ein Kolmogorov-Raum oder ein Ty-Raum falls es fiir je zwei verschiedene
Punkte x,y € X eine offene Teilmenge U C X gibt die genau einen der beiden
Punkte enthalt.

(iii) X heift irreduzible falls X # @, und es gilt: fiir jede Zerlegung X = Z; U Z, mit Z;
abgeschlossen folgt bereits X = Z; oder X = Z,. Eine irreduzible Komponente von
X ist eine maximale irreduzible Teilmenge Z C X.

Aufgabe 1.
Sei X ein topologischer Raum. Zeige:

(i)  Angenommen, X ist quasi-kompakt. Sei {Z;};c; eine Menge an abgeschlossenen
Teilmengen. Angenommen, fiir jede endliche Teilmenge | C I gilt = Zj + 0.
Dann gilt bereits (,; Z; # 0.

(ii) Angenommen, X istnicht-leer, T und quasi-kompakt. Dann gibt es einen abgeschlosse-
nen Punkt x € X. Wende dazu Zorn’s Lemma auf die partiell georndente Menge

T ={Z C X|Z = {x} fiir ein xeX }
an.

Aufgabe 2.
Sei X ein topologischer Raum. Zeige:

(i)  Eineirreduzible Teilmenge Z C X muss nicht notwendigerweise abgeschlossen
sein, aber der Abschluss einer irreduziblen Teilmenge ist irreduzible.

(ii) Angenommen, X = X;U...UX,,, wobeijedes X; C Xirreduzibel und abgeschlossen
ist, und kein X; & |J i Xj fur alle1 <7 < n. Dann ist jedes X; eine irreduzible

Komponente von X, und jede irreduzible Komponente von X ist durch eines der
X; gegeben.



(iii) Angenommen, X ist noethersch. Dann hat X nur endlich viele irreduzible Kompo-
nenten.

Aufgabe 3.
Sei k ein Korper, und Z = V(I) C A} eine algebraische Teilmenge. Sei

R :=k[xy, ..., x,]/1.

Zeige, dass dquivalent sind:

(i)  Zist zusammenhéngend in der Zariski-Topologie auf A}.

(ii)  Der Ring R enthilt keine nicht-trivialen idempotenten Elemente; d.h. fiire € R
mit e? = e gilt bereits e = 1 oder e = 0.



