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Aufgabe 1.
Sei R ein Ring und M ein R-Modul. Die Lange von M ist

Er(M) =sup{n |30 = My € M; € ... € M, = M, M; Submodul} < oo.

(i)  Sei Aein artinscher lokaler Ring mit maximalem Ideal m, B eine A-Algebra. Sei weiterhin
N ein B-Modul, der flach als A-Modul ist und endliche Lange €g(N) als B-Modul hat.
Zeige, dass dann tg(N) = €4(A) - tg(N/mN) gilt.

(Tipp: Additivitat von Lange auf kurz-exakten Sequenzen).

(ii)  Sei A ein artinscher Ring. Zeige, dass Jac(A) ein nilpotentes Ideal ist.

Aufgabe 2.

Sei ¢ : R — S eine Ringabbildung. Wir sagen das ¢ treuflach ist, falls S eine flache R-Algebra
ist und fiir jeden R-Modul M gilt: M ® S = 0 = M = 0. Angenommen, ¢ ist treuflach.

(i)  Zeige, dass fur jedes Ideal I C R gilt: (I°)° = I.

(ii) Zeige, dass falls S artinsch ist auch R artinsch ist. Gilt die analoge Aussage fiir noether-

sch?

Aufgabe 3.

Sei R ein Ring. Fiir I C R ein Ideal sei V(I) die Menge der Primideal die I enthalten. Zeige:
(i) V(0) = Spec(R), V(R) = @.

(i) Fur (L) eine beliebige Menge an Ideal gilt V(3 ; L) = (), V().

(iii) Fuar I, J zwei Ideale gilt V(I]) = V(I) u V(J).

Sei ¢: R — S eine Ringabbildung, und ¢* : Spec(S) — Spec(R) die induzierte Abbildung.
Zeige, dass dann ¢~ 1(V(I)) = V(I°) gilt.

'Aufgaben verfiigbar unter https://ruthwild.gitlab.io/teaching
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