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Aufgabe 1.
Sei 𝑅 ein Ring und 𝑀 ein 𝑅-Modul. Die Länge von 𝑀 ist

ℓ𝑅(𝑀) = sup{𝑛 | ∃0 = 𝑀0 ⊊ 𝑀1 ⊊ … ⊊ 𝑀𝑛 = 𝑀, 𝑀𝑖 Submodul} ≤ ∞.

(i) Sei𝐴 ein artinscher lokaler Ringmit maximalem Ideal𝔪, 𝐵 eine𝐴-Algebra. Sei weiterhin
𝑁 ein 𝐵-Modul, der flach als 𝐴-Modul ist und endliche Länge ℓ𝐵(𝑁 ) als 𝐵-Modul hat.
Zeige, dass dann ℓ𝐵(𝑁 ) = ℓ𝐴(𝐴) ⋅ ℓ𝐵(𝑁/𝔪𝑁) gilt.
(Tipp: Additivität von Länge auf kurz-exakten Sequenzen).

(ii) Sei 𝐴 ein artinscher Ring. Zeige, dass Jac(𝐴) ein nilpotentes Ideal ist.

Aufgabe 2.
Sei 𝜙 ∶ 𝑅 → 𝑆 eine Ringabbildung. Wir sagen das 𝜙 treuflach ist, falls 𝑆 eine flache 𝑅-Algebra
ist und für jeden 𝑅-Modul 𝑀 gilt: 𝑀 ⊗𝑅 𝑆 = 0 ⇒ 𝑀 = 0. Angenommen, 𝜙 ist treuflach.

(i) Zeige, dass für jedes Ideal 𝐼 ⊆ 𝑅 gilt: (𝐼 𝑒)𝑐 = 𝐼 .
(ii) Zeige, dass falls 𝑆 artinsch ist auch 𝑅 artinsch ist. Gilt die analoge Aussage für noether-

sch?

Aufgabe 3.
Sei 𝑅 ein Ring. Für 𝐼 ⊆ 𝑅 ein Ideal sei 𝑉 (𝐼 ) die Menge der Primideal die 𝐼 enthalten. Zeige:
(i) 𝑉 (0) = Spec(𝑅), 𝑉 (𝑅) = ∅.
(ii) Für (𝐼𝑖) eine beliebige Menge an Ideal gilt 𝑉 (∑𝑖 𝐼𝑖) = ⋂𝑖 𝑉 (𝐼𝑖).
(iii) Für 𝐼 , 𝐽 zwei Ideale gilt 𝑉 (𝐼 𝐽 ) = 𝑉 (𝐼 ) ∪ 𝑉 (𝐽 ).
Sei 𝜙 ∶ 𝑅 → 𝑆 eine Ringabbildung, und 𝜙∗∶ Spec(𝑆) → Spec(𝑅) die induzierte Abbildung.
Zeige, dass dann 𝜙∗,−1(𝑉 (𝐼 )) = 𝑉 (𝐼 𝑒) gilt.
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