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Aufgabe 1.

(i) Sei 𝜙 ∶ 𝑅 → 𝑆 ein Ringhomomorphismus, und 𝔭 ⊆ 𝑅 ein Primideal. Setze 𝜅(𝔭) ≔ 𝑅𝔭/𝔭𝑅𝔭
(wobei 𝑅𝔭 ≔ (𝑅 ∖ 𝔭)−1𝑅). Zeige, dass es eine Bijektion

{𝔮 ∈ Spec(𝑆) | 𝜙−1(𝔮) = 𝔭} ≅ Spec(𝜅(𝔭) ⊗𝑅 𝑆)
gibt. Schlussfolgere, dass folgende Äquivalenz gilt: 𝔭 ist im Bild der induzierten Abbil-
dung 𝜙∗∶ Spec(𝑆) → Spec(𝑅) ⇔ 𝜅(𝔭) ⊗𝑅 𝑆 ≠ 0.

(ii) Seien 𝜙 ∶ 𝑅 → 𝑆, 𝜙′∶ 𝑅 → 𝑆′ Ringhomomorphismen, und sei 𝜓 ∶ 𝑅 → 𝑆 ⊗𝑅 𝑆′ gegeben
durch 𝑟 ↦ 𝜙(𝑟) ⊗ 𝜙′(𝑟). Sein 𝑋, 𝑌 , 𝑍 , 𝑇 die jeweiligen Spektra von 𝑅, 𝑆, 𝑆′, 𝑆 ⊗𝑅 𝑆′, und
schreibe (−)∗ für die jeweils auf Spektren induzierten Abbildungen. Zeige, dass dann
gilt:

𝜓 ∗(𝑇 ) = 𝜙∗(𝑌 ) ∩ 𝜙′,∗(𝑍)
Aufgabe 2.

(i) Sei 𝐿/𝐾 eine Körpererweiterung, so dass dim𝐾 𝐿 = ∞. Zeige, dass der Unterring

{𝑓 ∈ 𝐿[𝑥] | 𝑓 (0) ∈ 𝐾} ⊆ 𝐿[𝑥]
nicht noethersch ist.

(ii) Sei 𝑘 ein Körper, und sei 𝑅 ⊆ 𝑘[𝑥, 𝑦] der von {𝑥𝑦 𝑖 | 𝑖 ≥ 0} erzeugte Unterring. Zeige, dass
𝑅 nicht noethersch ist.

Aufgabe 3.
Ein 𝑅-Modul𝑀 heißt endlich präsentiert falls es 𝑛, 𝑚 ∈ N und eine lineare Abbildung 𝑓 ∶ 𝑅𝑚 →
𝑅𝑛 gibt, so dass

𝑀 ≅ coker(𝑅𝑚 𝑓
−→ 𝑅𝑛)

gilt. Zeige, dass für 𝑅 noethersch jeder endlich erzeugte 𝑅-Modul endlich präsentiert ist. Zeige
dann, das für 𝑅 beliebig jeder endlich präsentierter Modul als Basiswechsel

𝑀 ≅ 𝑁 ⊗𝑅′ 𝑅 ,
mit 𝑁 endlich erzeugt und 𝑅′ noethersch geschrieben werden kann.
1Aufgaben verfügbar unter https://ruthwild.gitlab.io/teaching
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Aufgabe 4.
Sei 𝑅 ein noetherscher Ring, und 𝑅⟦𝑥⟧ der Potenzreihenring über 𝑅. Zeige, dass 𝑅⟦𝑥⟧ ebenfalls
noethersch ist.
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