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Aufgabe 1.
Sei 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 ein Ringhomomorphismus, und seien 𝔞 ⊆ 𝐴 sowie 𝔟 ⊆ 𝐵 Ideale. Wir wissen
bereits dass 𝔟𝑐 ≔ 𝑓 −1(𝔟) ⊆ 𝐴 immer ein Ideal, und dass falls 𝔭 ein Primideal ist auch 𝔭𝑐 ein
Primideal. Zeige zuerst an geeigneten Beispielen:

• Für 𝔞 ⊆ 𝐴 muss 𝑓 (𝔞) ⊆ 𝐵 kein Ideal sein, und für 𝔭 ⊆ 𝐴 ein Primideal muss auch 𝑓 (𝔭) ⊆ 𝐵
kein Primideal sein,

• Für𝔪 ⊆ 𝐵 maximal muss 𝔪𝑐 ⊆ 𝐴 nicht maximal sein.

Setze nun für 𝔞 ⊆ 𝐴 ein Ideal 𝔞𝑒 ≔ ⟨𝑓 (𝔞)⟩ ⊆ 𝐵, also dass von 𝑓 (𝔞) in 𝐵 erzeugte Ideal. Zeige,
dass gilt:

(i) 𝔞 ⊆ 𝔞𝑒𝑐 , 𝔟 ⊇ 𝔟𝑐𝑒 , aber beide Inklusionen können strikt sein,

(ii) 𝔞𝑒 = 𝔞𝑒𝑐𝑒 , 𝔟𝑐 = 𝔟𝑐𝑒𝑐 ,
(iii) Falls 𝔭 ⊆ 𝐴 prim ist, muss 𝔭𝑒 ⊆ 𝐵 nicht notwendigerweise prim sein,

(iv) Für die Inklusion 𝐴 ↪ 𝐴[𝑥] gilt 𝔞𝑒 = 𝔞[𝑥] ≔ {∑ 𝑎𝑖𝑥 𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝔞}.
Aufgabe 2.
Sei 𝑅 ein Ring, und 𝑅[𝑥] der Polynomring über 𝑅. Sei 0 ≠ 𝑓 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝑅[𝑥].
Zeige:

(i) 𝑓 ist eine Einheit⇔ 𝑎0 ist eine Einheit und 𝑎𝑖 sind nilpotent für 𝑖 ≥ 1.
(ii) 𝑓 ist nilpotent ⇔ alle 𝑎𝑖 sind nilpotent.

(iii) 𝑓 ist ein Nullteiler⇔ es gibt ein 𝑎 ∈ 𝑅 ∖ {0} mit 𝑎𝑓 = 0.
Aufgabe 3.

(i) Sei 𝑅 ein Ring und 𝐼 ⊆ 𝑅 ein Ideal. Zeige, dass es einen kanonischen Isomorphismus

(𝑅/𝐼 )[𝑥] ∼⟶ 𝑅[𝑥]/𝐼 𝑒

gibt.
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(ii) Beschreibe die Primideale in Z[𝑥]/⟨𝑥2 − 4⟩. (Anmerkung: Diese Aufgabe kann vielleicht
etwas aufwendiger sein. In dem Fall kann es auch sinnvoll sein, die Beschreibung wie in
[StacksProject] zu verstehen, und dann in eigenen Worten wiederzugeben.)

Aufgabe 4.
Sei 𝑅 ein Ring und Nil(𝑅) das Nilradikal von 𝑅. Zeige, dass die folgenden Aussagen äquivalent
sind:

(i) 𝑅 hat genau ein Primideal.

(ii) Jedes Element in 𝑅 ist entweder eine Einheit oder nilpotent.

(iii) Der Quotient 𝑅/Nil(𝑅) ist ein Körper.
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url: http://stacks.math.columbia.edu/tag/00EX.
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