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Aufgabe 1.
Zeige:

(i) Sei 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵 ein Ringhomomorphismus und 𝔭 ⊆ 𝐵 ein Primideal. Dann ist 𝑓 −1(𝔭) ⊆ 𝐴
ein Primideal.

(ii) Seien 𝑚, 𝑛 ∈ Z. Dann gilt

Z/𝑛Z ⊗Z Z/𝑚Z ≅ Z/ ggT(𝑛, 𝑚)Z.

(iii) Sei 𝐴 ein Ring, 𝑆 ⊆ 𝐴 eine multiplikative Teilmenge und 𝑀 ein freier 𝐴-Modul. Dann ist
𝑆−1𝑀 ein freier 𝑆−1𝐴-Modul.

(iv) Sei 𝑀 eine abelsche Gruppe in der jedes Element endliche Ordnung hat (i.e. es gibt für
jedes 𝑎 ∈ 𝑀 in 𝑛 ∈ N mit 𝑛𝑎 = 0). Zeige, dass dann Q ⊗Z 𝑀 = 0. Wie sieht Q ⊗Z Q aus?

(v) Sei 𝐴 ein Ring, 𝐼 ⊆ 𝐴 ein Ideal und 𝑀 ein 𝐴-Modul. Zeige, dass es einen kanonischen
Isomorphismus von 𝐴-Moduln 𝐴/𝐼 ⊗𝐴 𝑀 ∼⟶ 𝑀/𝐼𝑀 gibt. Zeige, dass die Aussage
𝐼 ⊗𝐴 𝑀 ≅ 𝐼𝑀 im Allgemeinen falsch ist.

Aufgabe 2.
Sei 𝐴 ein Ring und 𝑆 ⊆ 𝐴 eine multiplikative Teilmenge. Zeige, dass für ein Ideal 𝐼 ⊆ 𝐴 die
Teilmenge

𝐼 (𝑆−1𝐴) ≔ {𝑥𝑠 | 𝑥 ∈ 𝐼 , 𝑠 ∈ 𝑆} ⊆ 𝑆−1𝐴
wieder ein Ideal ist. Zeige dann, dass die Zuordnung

{𝔭 ∈ Spec(𝐴) | 𝔭 ∩ 𝑆 = ∅} → Spec(𝑆−1𝐴), 𝔭 ↦ 𝔭(𝑆−1𝐴)

eine inklusionserhaltende Bijektion definiert, deren Umkehrabbildung gegeben ist durch 𝔮 ↦
𝜂−1(𝔮), für 𝜂∶ 𝐴 → 𝑆−1𝐴 die kanonische Abbildung. Benutze dies, um Spec(𝐴𝔭) für 𝔭 ⊆ 𝐴 ein
Primideal zu beschreiben.

1Aufgaben verfügbar unter https://ruthwild.gitlab.io/teaching
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Aufgabe 3.
Sei 𝐴 ein Ring und 𝑎 ∈ 𝐴 ein Element.

(i) Zeige, dass die Menge 𝑆 ≔ {𝑎𝑛}𝑛∈N multiplikativ abgeschlossen ist.

(ii) Finde eine (sinnvolle) notwendige und hinreichende Bedingung dass 𝑆−1𝐴 = 0 gilt.

(iii) Beschreibe die Primideale in 𝑆−1𝐴.

Aufgabe 4.
Sei 𝑘 ein Körper, und betrachte die Ringabbildung

𝑘[𝑥] ↪ 𝑘[𝑥, 𝑦] ↠ 𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑥𝑦).

Zeige, dass die 𝑘[𝑥]-lineare Abbildung

𝑘[𝑥] → 𝑘[𝑥], 𝑓 ↦ 𝑥 ⋅ 𝑓

injektiv ist, aber die induzierte Abbildung

𝑘[𝑥] ⊗𝑘[𝑥] (𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑥𝑦)) → 𝑘[𝑥] ⊗𝑘[𝑥] (𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑥𝑦))

nichttrivialen Kern hat.
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