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Aufgabe 1.
Für einen Ring setzen wir

dim(𝑅) ≔ sup{ht(𝔪) | 𝔪 ⊆ 𝑅 maximal}.

Zeige:

(i) Sei (𝑅,𝔪) ein lokaler Ring. Dann ist 𝑑 ≔ dim(𝑅) die kleinste natürliche Zahl für die es
Elemente 𝑥1, … , 𝑥𝑑 ∈ 𝔪 gibt mit 𝔪𝑛 ⊆ ⟨𝑥1, … , 𝑥𝑑 ⟩ für 𝑛 ≫ 0.

(ii) Sei 𝜑 ∶ (𝑅,𝔪) → (𝑆, 𝔫) eine Ringabbildung zwischen lokalen Ringen. Dann gilt

dim(𝑆) ≤ dim(𝑅) + dim(𝑆/𝔪𝑆);

Gleichheit gilt wenn 𝑅 → 𝑆 flach ist. Gibt es ein Beispiel wo Gleichheit gilt obwohl 𝑅 → 𝑆
nicht flach ist?

(iii) Sei 𝑅 ein noetherscher Ring. Dann gilt dim(𝑅[𝑥]) = dim(𝑅) + 1.
Aufgabe 2.
Sei 𝑅 ein Integritätsring. Zeige:

(i) Sei 𝐼 ⊆ 𝑅 ein Ideal mit 𝐼 ⊕ 𝑅𝑛 ≅ 𝑅𝑛+1 als 𝑅-Moduln. Dann ist 𝐼 ein Hauptideal.

(ii) Sei𝑀 ein endlich erzeugter 𝑅-Modul. Dann ist𝑀 torsionsfrei genau dann wenn𝑀 ⊆ 𝑅𝑛
für ein 𝑛. Gibt es ein Beispiel wo dies eine echte Inklusion ist?

Aufgabe 3.
Sei 𝑅 ein Integritätsring mit Quotientenkörper 𝐾 . Ein 𝑅-Untermodul 𝐼 ⊆ 𝐾 heißt gebrochenes
Ideal falls es ein 𝛼 ∈ 𝑅∖{0} gibt mit 𝛼𝐼 ⊆ 𝑅. Für ein gebrochenes Ideal 𝐼 setzenwir 𝐼−1 ≔ {𝛼 ∈ 𝐾 |
𝛼𝐼 ⊆ 𝑅}. Ein gebrochenes Ideal heißt invertierbar falls 𝐼 𝐼−1 = 𝑅 gilt. Zeige: Angenommen, 𝑅
ist faktoriell. Dann ist jedes invertierbare Ideal von 𝑅 ein Hauptideal.
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