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Aufgabe 1.
Sei 𝜑 ∶ 𝑅 → 𝑆 eine Ringabbildung, sodass 𝑆 als 𝑅-Modul endlich erzeugt ist. Sei 𝜑∗∶ Spec(𝑆) →
Spec(𝑅) die induzierte Abbildung. Zeige, dass für jedes Primideal 𝔭 ⊆ 𝑅 das Urbild 𝜑∗,−1(𝔭) eine
endliche Menge ist.

Aufgabe 2.
Sei 𝑅 ein Ring, und Nil(𝑅) das Nilradikal. Zeige, dass die Projektion 𝑅 → 𝑅/Nil(𝑅) eine Bijek-
tion auf Spektra induziert. Beschreibe dann Spec(𝑘[𝑥, 𝑦]/(𝑥2, 𝑥𝑦)), und zeige weiterhin das 𝑦
ein Nullteiler ist der in keinem minimalen Primideal enthalten ist.

Aufgabe 3 (“Going-down”-Lemma für flache Ringabbildungen).
Sei 𝜑 ∶ 𝑅 → 𝑆 eine flache Ringabbildung, und 𝔭 ⊇ 𝔭′ Primideale in 𝑅. Angenommen, es gibt ein
Primideal 𝔮 ⊆ 𝑆 mit 𝜑−1(𝔮) = 𝔭. Zeige, dass es dann ein Primideal 𝔮′ ⊆ 𝑆 gibt mit 𝜑−1(𝔭′) = 𝔮′,
und dass 𝔮′ als ein minimales Primoberideal von 𝔭𝑒 gewählt werden kann.

Aufgabe 4.
Sei (𝑅,𝔪) ein noetherscher lokaler Ring, und setze 𝜅 ≔ 𝑅/𝔪.

(i) Zeige, dass
dim𝜅 𝔪/𝔪2 = min{Anzahl an Erzeugern von𝔪}

gilt.

Aus der Vorlesung ist bekannt dass

ht(𝔪) ≤ min{Anzahl an Erzeugern von𝔪}

gilt; 𝑅 heiß regulär falls hier Gleichheit gilt. Im Folgenden nehmen wir nun an dass 𝑅 regulär
ist.

(ii) Zeige: Sei 𝑓 ∈ 𝑅 mit 𝑓 ∈ 𝔪∖𝔪2. Dann ist 𝑅 ≔ 𝑅/⟨𝑓 ⟩ wieder lokal mit maximalem Ideal
𝔪, und weiterhin ist 𝑅 regulär mit ht(𝔪) = ht(𝔪) − 1.

(iii) Zeige damit induktiv und unter Verwendung von Primvermeidung: Ist (𝑅,𝔪) ein lokaler
noetherscher Ring der regulär ist, dann ist 𝑅 bereits ein Integritätsbereich.
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