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Aufgabe 1.
Zwei Ideale 𝐼 , 𝐽 ⊆ 𝑅 in einem Ring heißen coprim falls 𝐼 + 𝐽 = 𝑅 gilt.

(i) Zeige, dass wenn 𝐼 und 𝐽 coprim sind, dass dann auch 𝐼 𝑙 und 𝐽 𝑘 coprim sind, für alle
𝑙 , 𝑘 ∈ N.

(ii) Zeige, dass für coprime Ideale 𝐼 , 𝐽 äquivalent sind:

• Das Ideal 𝐼 𝐽 ist eine Quadrat (d.h. es gibt ein Ideal 𝔠 mit 𝐼 𝐽 = 𝔠2).
• Die Ideale 𝐼 und 𝐽 sind Quadrate (d.h. es gibt Ideale 𝔞, 𝔟 sodass 𝐼 = 𝔞2 sowie 𝐽 = 𝔟2
gilt).

Aufgabe 2.
Sei 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 ein Ringhomomorphismus. Zeige, dass der Einschränkungsfunktor 𝑆-Mod →
𝑅-Mod ein rechtsadjungierter Funktor ist, mit dem Linksadjungierten gegeben durch

𝑅-Mod → 𝑆-Mod, 𝑀 ↦ 𝑀 ⊗𝑅 𝑆,

wobei die 𝑆-Modulstruktur auf 𝑀 ⊗𝑅 𝑆 gegeben ist durch 𝑠(𝑚 ⊗ 𝑠′) ≔ 𝑚 ⊗ (𝑠𝑠′).
Seien nun 𝑅 = 𝐾 und 𝑆 = 𝐿 zwei Körper, und 𝑉 ein endlich-dimensionaler 𝐾 -Vektorraum.

Was ist die Dimension des 𝐿-Vektorraums 𝑉 ⊗𝐾 𝐿?
Aufgabe 3.
Sei 𝑅 ein Ring, und 𝐴, 𝐵 zwei 𝑅-Algebren. Zeige, dass das Tensorprodukt 𝐴 ⊗𝑅 𝐵 wieder eine
natürliche 𝑅-Algebrastruktur hat. Beschreibe das Tensorprodukt explizit in dem Fall 𝐴 = 𝐵 =
𝑅[𝑡].
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